Ueber das 


sphärische Kurbelgetriebe 


und seinen Specialfall 


Das Hooke’sche Gelenk. 


Inaugural - Dissertation 
zur 
Erlangung der philosophischen Doctorwürde 
an der 
Georg-August-Universität 
zu Göttingen 


von 


Felix Buka. 


Pie Zorf Ki WENDT, 
fe 2 


„IP. 


Göttingen 1876. 
Druck der Dieterichschen Univ. - Buchdruckerei 
W. Fr. Kaestner. 


RN 
ENN: R 
Kia) e 


sk 


Meinen theuren Eltern 


in aufrichtiger Dankbarkeit gewidmet. 


1* 


Einleitung. 


Grundzüge der kinematischen &eometrie auf der Kugel. 


Jede Bewegung eines starren Systemes um einen festen 
Punkt O lässt sich auf die Bewegung einer Kugel X mit 
dem Mittelpunkte O auf einer gleich grossen festen Kugel 
K'’ zurückführen. 

Dieser Auffassung gemäss lautet der bekannte Euler’- 
sche Satz 

I. Bei jeder unendlich kleinen Bewegung 
von K auf K‘’ rotirt K um einen Durchmesser der 
Kugel. Yet 
Letzterer schneide die bewegliche und feste Kugel in ß, 
dem sogenannten momentanen Pole. Ist die Bewegung 
eine endliche, so bildet die stetige Aufeinanderfolge der 
Punkte B auf X die Polkurve, auf K’ die Polbahn, 
und es gilt nach Poinsot der ‘Satz: 

- DM. Bei jeder endlichen Bewegung von K auf 
K* rollt die Polkurve auf der Polbahn. 

Des Zusammenhanges wegen mögen zunächst beide Sätze 
mit Hilfe kinematischer Betrachtungen bewiesen werden. 

Die auf X befindlichen Punkte theilen wir in 2 Arten 
ein, erstens in solche, welche auf K eine unveränderliche 
Stelle einnehmen und daher nur in Folge der Drehung von 
K um den jedesmaligen Pol eine sogenannte »Führungs-Ge- 
schwindigkeit« besitzen, zweitens in solche, welehe während 
der Bewegung von K auf K selbst noch mit einer »relati- 
ven Geschwindigkeit« fortlaufen. Punkte der ersten Art 
mögen nach Schell’s Vorgange »Systempunkte«, die der letzten 
Art schlechthin »Punkte« genannt werden. 
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Sind dann %ı und “s die Geschwindigkeiten zweier Sy- 
stempunkte Pı und Pa von K, so bedingt die Starrheit des 
Systems, dass die Componenten dieser Geschwindigkeiten in 
Richtung der Sehne PıPs gleich und gleichgerichtet seien!). 
Wenn demnach die in Pı und Ps an den Hauptkreis PıPs 
gelegten Tangenten mit der Sehne PıPs den Winkel 8 und 
mit #ı und &e die Winkel «&ı und ag bilden, ferner der Ra- 
dius von K die Längeneinheit ist, so muss 


uU .C08@1.C0OSß = U2.C08a2.C0sß 
oder 
1.) wmcosaı = us.C08 @ 


sein. Schneiden sich ferner die in Pı und Pa zu uı und % 
normalen Hauptkreise in ®, so ist 


2) sin Pı B.cosaı = sinPeP.cosas 
also auch 


5 Ma. 08 

.) DR en 
sin PP kann als senkrechte Entfernung des Punktes Pı von 
der Geraden OP, und der von Pı in der Zeit di zurückge- 
legte Weg dsı demnach als Resultat einer Rotation von Pı 
um OB mit einer gewissen Winkelgeschwindigkeit 2 auf- 
gefasst, also 


ds = w.dt = sn BPB.R2d = sin PP.d9 


gesetzt werden. Dann folgt aus 3.) sofort 


ds = un.dt = sinP®B.2d = sin BPP.dF 


d. h. durch dieselbe Rotation um die so gefundene Gerade 
O®ß gelangt auch Pa in seine endgültige Lage. Da nun nach 
unserer Voraussetzung über den Punkt O die Ortsverände- 
rungen der beiden Punkte Pı und Pz die des ganzen Systems 
bestimmen, ist hiermit der uuter I angeführte Satz bewiesen. 

Satz II folgt aus nachstehender einfacher Betrachtung 


1) Der Leser wird gebeten die Figuren selbst zu zeichnen. 
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Da K um Oß votirt, besitzt ® keine Führungsgeschwindig- 
keit und es ist daher seine absolute Geschwindigkeit auf der 
festen Kugel K’ gleich seiner relativen. Folglich muss ® in 
jedem Momente auf X und K’ gleiche Bogenelemente be- 
schreiben d. h. die Polkurve rollt auf der Polbahn. 


II. Den momentanen Berührungspunkt B 
einer auf X verzeichneten Hüllkurve CO mitder von 
ihr auf X’ erzeugten Hüllbahn C* giebt derjenige 
Punkt B von Can, dessen sphärische Normale!) 
durch den momentanen Pol ® geht. 

Denn da sowohl die Führungsgeschwindigkeit als auch die 
absolute Geschwindigkeit von B auf der sph. Normale BP senk- 
recht stehen, liegen beide und natürlich auch die absolute Ge- 
schwindigkeit in ein und derselben Geraden, der gemeinschaftli- 
chen Tangente beider Kurven. Ferner folgt ohne Weiteres, 
dass das Bogenelement der Hüllbahn gleich der 
algebraischen Summe ausdem Bogenelemente der 
Hüllkurve und der Führungsgeschwindigkeit des 
»beschreibenden« Punktes B ist. — (Vergl. Aronhold, 
Grundzüge der kinematischen Geometrie in d. Verh. d. Vereins 
2. Beförd. des Gewerbfleisses in Preussen, 51. Jahrg. $.5, 15 u. 16.) 


Für die kinematische Geometrie der Ebene ist der Sa- 
vary-Bobillier’sche Satz (siehe Aronhold, ibid. $$ 6, 7), wel- 


1) Wird der Bogen PM eines Hauptkreises um M gedreht, so 
beschreibt P einen kleinen Kugelkreis, daher soll M sphärischer Mit- 
telpunkt, PM sphärischer Radius derselben genannt werden. Der Haupt- 
kreis, welcher das Bogenelement einer sph. Kurve enthält und den zu 
diesem Elemente normalen Hauptkreis wollen wir mit sph. Tangente 
und sph. Normale bezeichnen. Zwei aufeinanderfolgende sph. Nor- 
malen treffen sich im sph. Krümmungsmittelpunkte M, wobei M im- 


mer der vom betreffenden Kurvenpunkte P um weniger als 5 entfernte 
Schnittpunkt der Hauptkreise sei. MP= o ist der sphär. Krümmungs- 
radius. Der eigentliche Krümmungsradius ist = sine. Füre = 5 
wechselt die sph. Kurve die Krümmung. 
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‚cher eine bestimmte zwischen’ ‘den Punkten der festen und 
‚der beweglichen Ebene bestehende Beziehung ausdrückt, von 
fundamentaler Bedeutung. Die durch den genannten Satz 
in Beziehung gesetzten Punkte sind die zum momentanen 
Berührungspunkte einer beliebigen Hüllbahn und ihrer Hüll- 
kurve gehörigen Krümmungsmittelpunkte; daher bietet er un- 
ter Anderem ein vortreffliches Hilfsmittel zur Untersuchung der 
Krümmungsverhältnisse solcher Kurven, welche durch wirk- 
liche Bewegung einer starren Ebene in sich selbst entstehen. 
Gleiches leistet der folgende von Herrn Prof. Dr. Aronhold 
herrührende Satz für die kinematische Geometrie der Kugel 
und spreche ich meinem hochverehrten Lehrer nicht allein 
dafür, dass er mir gestattet dieses Theorem zuerst veröffent- 
lichen zu dürfen, sondern überhaupt für die mir seit Beginn 
meiner Studien in so reichem Maasse gewährte Förderung 
an dieser Stelle meinen besten Dank aus. 


P und Pı seien zwei unmittelbar aufeinander folgende 
Pole; CO eine auf K liegende Kurve. Die aus Ban (C gelegte 
sph. Normale ergiebt den Berührungspünkt von C mit ihrer 
Hüllbahn DB. Durch die Rotation von X um ® gelangt Cin 
die Lage Cı und die sph. Normale PP etwa in die Lage pP. 
Die aus Pı an Cı gelegte sph. Normale trifft Cı in ihrem 
Berührungspunkte Pı mit D. 

Mh, der Schnittpunkt von p®B und PıBı, und M’, der 
Schnittpunkt von PP und Pı$ı sind demnach zugehörige 
sph. Krümmungsmittelpunkte von Hüllkurve resp. Hüllbahn. 
M sei die vorige Lage von Mı also BPPM = %B» Mı. 

Wir projiciren jetzt sämmtliche Punkte der Kugeln K 
und X’ aus 0) auf ihre Tangentialebene in B. Die Central- 
projektion eines Punktes P, sei P%,. Der Winkel, welchen 
das im Sinne der stattfindenden Rotation gedrehte Bo- 
genelement PPı = dS bis zu seinem erstem Zusammen- 
fallen mit BMM* beschreibt, sei @. Der in B auf MB nor- 
male Hauptkreis treffe MıM‘ ın p, so ist 

M°M®, Me M®: 


BB La BR 


oder, da 
MM, = BM,.0% 


Pp = dS.sine, 


nach leichter Umformung: 


IV. | - + u) sine = (or ai zaap)sne 


— Gr — Üonstans. 


ds 


wobei das pos. oder neg. Zeichen in der Klammer auftritt, 
jenachdem M und M’ durch den Pol getrennt sind oder 
nicht. / 

Aus IV folgt, da die Savary’sche Relation für die Ebene 
(Aronhold, Grundzüge $ 6,) 


1 


1 19 
wit ua 


)sin.« er 
lautet, der Satz: 

IV. Zwischen den Centralprojectionen zuge- 
höriger Krümmungsmittelpunkteaufdie Tangen- 
tialebene im Pol gilt die Savary-Bobillier’sche 
Relation. 

Mit andern Worten: 

IV*. Jede zur momentanen Drehaxe normale 
Ebene scheidet einhüllende und eingehüllte Ke- 
gelinsolchen Kurven, dassdiezum momentanen Be- 
rührungspunkteder letzteren gehörigen Krüm- 
mungsmittelpunkte auf den zurmomentanen Be- 
rührungskanteder Kegelgehörigen Krümmungs- 
axen liegen. 


Mit Hilfe der entwickelten Prineipien soll de Bewegung 
einer um ihren Mittelpunkt drehbaren Kugel 
untersucht werden, wenn ein Hauptkreis % der- 
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selben durch einen festen Punkt A geht und mit 
einem seiner Punkte Keinen kleinen Kugelkreis 
a' beschreibt. — 

Da ein ebenes System, dessen Bewegnug so geregelt ist, 
dass eine seiner Geraden durch einen festen Punkt geht und mit 
einem ihrer Punkte einen Kreis beschreibt, »Kurbelgetriebe« ?) 
genannt wird, und der Geraden resp. dem Kreise in der 
Ebene der Hauptkreis resp. kleine Kreis auf der Kugel ent- 
spricht, nennen wir das vorliegende Kugelsystem: 


Das sphärische Kurbelgetriebe. 


Es sei noch 


4’ der Pol 
c der sphärische Radius 


K der Pol von k 
2d die Länge des Bogens AA‘. 


Polbahn. 


Hätten wir k in irgend einer Lage, so liegt der Pol ®, 
wenn wir A als unendlich kleine Hüllbahn der Hüllkurve % 
auffassen, nach Satz III der Einleitung 

1. in dem zu k normalen grössten Kreise AB 

und weil a‘ Roulette des Punktes X’ ist 

2. in dem zu a’ normalen Kreise A’K'. 

Sei nun OA‘ die 2° Achse eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems, der grösste Kreis AA‘ die 2‘x‘ Ebene des- 
selben, so gelten, wenn wir 

den Winkel AA’®P mit y 
und den Bogen AP mit 
bezeichnen, folgende Gleichungen: 


1.) cos2d.cosc + sin2dsinc.cosw —= cos AK". 
2.) cos AK'.cos AB = cos(c — Y) 
3.) cos AB = cos2dcosp + sin 2dsingy.cosı%. 


von «° 


1) Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte pg. 40. Reuleaux, 
Theoretische Kinematik pg. 324. 
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Der in 3.) stehende Werth für cos AP wird in 2.), der 
dann für cos AK’ resultirende in 1.) substituirt, dadurch er- 
hält man: 


[cos 2d.cos c+ sin2d . sine cos%] [cos 2d .cosp 4 sin2dsing sin] 
= C08C.C0SP-- sinc.sing 


Setzen wir jetzt 
cp — 2'; cosy.siny = x; sinysinpg = y'; 
so folgt: 
cos ?c .sin 22d [x'? + y'?] [x cos 2d — 2‘ .sin 2d]? 


— sin ® [sin 2d cos 2d y'z' — y'? — x'?.cos ?2d]? 


als Gleichung des festen Polkegels, welcher also vom 4ten 
Grade ist. 


Polkurve. 


Ausser dem grössten Kreise k umhüllt noch eine Kurve 
der beweglichen Kugel einen Punkt, nemlich der um X‘ mit 
dem sphärischen Radius ce beschriebene Kreis %. Mithin ge- 
langen wir durch das Princip der Umkehrung der Be- 
wegung zu folgendem Systeme: 

Gegeben ist ein fester grösster Kreis k und 
auf ihm der Mittelpunkt K’ eines mit dem sphöä- 
rischen Radius c beschriebenen Kreises 4. Der 
Bogen AA’ eines grössten Kreises von der Länge 
2d soll mitseinen Endpunkten diese Kurven als 
Rouletten beschreiben. 

Die Polbahn dieses Systems ist die Polkurve des gege- 
benen; wir bestimmen ihre Gleichung in einem Coordinaten- 
systeme, dessen (Achse der Radius OX‘ ist und dessen {$Ebene 
mit der des grössten Kreises k zusammenfällt. Haben wir 
dann den Bogen AA’ in irgend einer Lage gegeben, so die- 
nen zur Bestimmung des Poles als Schnittpunkt der grössten 
Kreise K’A’ und AK folgende 3 Gleichungen, in welchen 4 
den Winkel &4A‘, w' den Winkel AK‘A’, Y den Bogen K'B 
bezeichnet. 


12 
1.) :sinp‘.siny’ = sin AP 
2.) cos APcos2d + sin AB.sin2d. sind —= cos (’ mul 
3.) sin2d. sin — sinc.sinW". 


Durch Elimination von cos AP, sin AB und sinA ge- 
langen wir zur Gleichung 


cos2d V 1— sin? g‘sin?w’ 4 sin p' .sin? w' .sin c 

—= C08C.C08Yp' + sincsingp‘, 
also in rechtwinkligen Coordinaten: 

cs da VPFRV RF+ 7° + msine 
— [cose.E-+ sineVEP+ m] V* +7? 
oder 
[cos?24(&° + 2) (& + 7?) — sin? c& — cos? c? (+ m?) 
— 4sin?ecotc&#%(&-+ 7°). 


Der bewegliche Polkegel ist mithin ein Keeh Sten 
Grades. | 


Durch kinematische Betrachtungen finden wir folgende 
Eigenschaften unserer Polbahnen. 

‘Wenn %k mit dem grössten Kreise AA’ zus 
also A momentaner Pol ist, so fällt X in den Pol © des 
grössten Kreises AA‘. Nun ist die Roulette von X ein 
grösster Kugelkreis a mit dem Pol A. Also sind, wenn mit 
B der Schnittpunkt der Kreise AA’ und a’ bezeichnet wird, 
A und C; B und A‘ zugehörige Krümmungsmittelpunkte, 
B also Collineationscentrum, BA Collineationsachse (Aron- 
hold, Grundzüge ete. Satz VII u. IX). Dieselbe fällt mit 
der einen Centralen A‘B zusammen, folglich auch die Tan- 
sente im Pol mit der anderen Centralen AC; mithin ist AO 
sph. Tangente der Polbahn im Punkte A; d. h. die Polbahn 
schneidet AA’ rechtwinklig. (AA‘ bedeute der Kürze halber 
den durch A und A‘ bestimmten grössten Kreis) Wenn 
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der Kreis % einen Winkel von 90° beschrieben hat, ist A, 
Pol und, wie eine der vorigen analoge Betrachtung zeigt, 
A'K' Tangente der Bahn. Gelangt X“ in den Schnittpunkt 
C' von A’O mit a‘, so liegt der Pol Ao auf A’C und zwar 
durch A’ von C getrennt. Ist endlich % um 180° aus der 
Anfangslage gebracht, so ist wieder A Pol und wieder schnei- 
det die Kurve AA’ in A unter einem rechten Winkel. 

Dieser Hälfte der Polbahn ist die andere, welche ® be- 
schreibt, während % in die Anfangslage zurückkehrt, sym- 
metrisch. 

Wir fassen dies kurz zusammen. 

Die Polbahn liegtsymmetrisch zu AA’; Aund 
A‘ sind Doppelpunkte; in ersterem schneidet sie 
ihre Symmetrieachse zweimal rechtwinklig. 4A’C 
trifft sie ausser in A’noch in zwei von A’gleich 
weitabliegenden Punkten. | 

Nennen wir den. Schnittpunkt von %k und k w, so er- 
gibt sich für die Polkurve: 

k ıst Symmetrieachse derselben und wird von 
ihr in zwei von a um 2d entfernten Punkten recht- 
winkliggeschnitten; (siemögen Aı und 4 heissen) 
ebenso % in den Punkten Aı und 4’, welche beim 
Rollen auf den Punkt A‘ der Polbahn fallen. 

Die Bogenlängen A4ı und AA derPolkurve 
sind den Bogenlängen AA’; A’A0oA der Polbahn 
gleich. 

Die bisherigen Betrachtungen gelten zum Theile nur, 
so lange 2d < c ist. Je näher Punkt A an BD rückt, desto 
enger wird die Schlinge AA’A; für 2d = c verschwindet sie 
vollständig. Die Polkurve geht alsdann durch X’ hindurch. 

Sobald aber 24 > ce ist, ist A’ kein Punkt der Polbahn 
mehr ; diese schneidet AA‘ nur noch in A und dem Gegen- 
pole von A, beidemal rechtwinklig. 

Die Polkurye liegt dann vollständig auf dem durch X‘ 
abgetrennten grösseren Theile der Kugel und besteht aus 
2 symmetrischen Theilen. Jeder Theil schneidet k in zwei 
Punkten rechtwinklig, erstens in dem von © um 2d und 
zweitens in. dem von » um 180 — 2d entfernten Punkte, wo 
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o‘ der zweite Schnittpunkt der Kreise % und k’ist. Endlich 
geht die Kurve durch X und den Gegenpol dieses Punktes 
und wird von dem durch X und den betreffenden Punkt A 
gehenden grössten Kreise in X berührt. 

Die Tangenten an die sph. Polbahnen lassen sich leicht 
nach dem. Seite 12 mehrfach angewandten: Verfahren für 
jeden beliebigen Punkt derselben construiren. 


Wenn ce unter der Voraussetzung 2d <. cimmer mehr 
wächst, so wird sich, da A‘Ao = 90°’ — ce ist, Punkt 40 der 
Polbahn immer mehr dem Punkte A‘, der Zweig A’Aı 4A 
dem ihm zugewandten Zweige A‘A, und die sph. Tangente 
in Ao der in A‘ nähern. 


Tritt endlich der Specialfall c = 90° ein, so besteht 
die Polbahn aus zwei einander deckenden sph. Ellipsen. 
Denn die Büschel AX’ und A’K’ sind beide perspectivisch zu a’ 
und die Strahlen des Büschels AP stehen normal zu denen 
des Büschels AK‘, folglich ist Büschel AP projectivisch zu 
Büschel A’K’. Sie befinden sich in schiefer Lage und erzeugen 
mithin eine durch A und A’ gehende sphärische Ellipse. Aus 
Gründen der Symmetrie ist AA‘ deren Achse. Nun erhalten 
wir als Gleichung des Polkegels aus der früheren (Seite 11) 


y'? + x°. cos?2d — sin2d.cos2d.x’z2' =. 


Wir bringen diese mithin auf, die Normalform, wenn wir 
die 2’z‘ Ebene um d nach A zu drehen, während die y‘ 
Achse unbewegt bleibt. Zwischen den alten und den neuen 
Coordinaten gelten dann die Relationen: 


x = x.cosd-+ z2.sind; 2 = — x.sind-+ 2.cosd. 


Daher ist: 


008 23 
Degen = —,..sn2d+,sin2d-+2.r7.cos2d 
x —=x#°.cos’d + 2°.sin?d + 2x. sin 2d 


Obige Gleichung lautet demnach in den neuen Coordinaten : 
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y’+ «| cos’. cos 2d + ne eos 2d 


2 
n?2d 
+ 2°] sin?d. cos 9” _— cos2d = 0 
oder 
233, ea ANTENNEN 
sin?d  sin?d.cos?d.cos2d cos?d 


Als Gleichung des beweglichen Polkegels erhalten wir 
aus der betreffenden früheren Gleichung: 


+ = cl ++). — 


Wir schicken der Diskussion dieser Polbahnen einige Be- 
merkungen voraus, welche die Bewegung des Systems veran- 
schaulichen helfen, zum Theil auch für die folgenden Rech- 
nungen und Constructionen von Nutzen sind. 

Der Pol K des Kreises % beschreibt als Roulette den 
grössten Kreis a, dessen Pol A ist. — Mithin kann der 
Specialfall auch folgendermassen aufgefasst werden: 

I. DerQuadrant K’K eines grössten Kreises 
bewegt sich mit seinen Endpunkten auf zwei 
grössten Kreises a und a’. 

Das vorliegende System ist mithin identisch 
mit dem Hooke’schen Gelenke). — 

Ferner geht der grösste Kreis %‘ dessen Pol K’ ist, 
während der Bewegung durch A’; also lautet die Fassung 

II. Die Schenkel % und Ä eines sphärischen 
rechten Winkels gehen fortwährend durch zwei 
feste Punkte. 

Der Schnittpunkt & der grössten Kreise %k und %‘ be- 
schreibt eine sphärische Ellipse E, welche die Polbahn in 
den Punkten A und 4’ berührt, weil die Büschel A und 4‘ 
dadurch, dass jedem Strahle des einen der zu ihm rechtwinklige 
des andern zugeordnet wird, projectivisch sind; ausserdem 
folgt hieraus, dass die zu A und A’ perspectivischen grössten 


1) Reuleaux, Theor. Kinematik pg. 331. 386. 
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Kreise a und a’ ebenfalls projectivisch sind, dass also 
K'K eine sphärische Ellipse Z° umhüllt?). Der durch ® zu 
KK‘ normale Hauptkreis trifft nach Satz II der Einlei- 
tung KK' im Berührungspunkte DB mit E‘, und da die- 
ser Kreis durch den Pol ® von KK‘ hindurchgeht, ist 


aD — > also stehen die Tangentialebenen des Kegels  E* 


normal auf den Kanten des Kegels OE, d. h. 

E und £‘ sind einander durch Reciproeität ZUu- 
geordnet. 

Fassen wir dies kurz zusammen, so ergiebt sich: 

Wenn die Endpunkte einer Seite eines Kugel- 
octanten zwei grösste Kreise beschreiben, gehen 
die beiden andernSeiten durch zweifeste Punkte, 
beschreibt der dritte Eckpunkt eine sphärische 
Ellipse und umhüllt die erst betrachtete Seite 
eine ebensolche Kurve. 


Discussion. 
Polbahn. 


© Da bei der Bewegung des ebenen Antiparallelogramms ?) 
die Polbahnen zwei congruente Kegelschnitte sind, ergibt 
sich aus der kinematischen Untersuchung dieses Systemes 
mit Leichtigkeit ausser einigen wichtigen Sätzen über diese 
Kurven eine einfache Formel und Construction für den eh 
mungsradius derselben. | | 

Unsere Polbahn ist eine sphärische Ellipse, wir müssen 
ihren Krümmungsradius finden, um aus ihm mit Hülfe des 
Savary’schen Satzes den der Polcurve 8ten Grades zu con- 
struiren, und so liegt der Gedanke nahe zu untersuchen, ob sich 
aus der Betrachtung eines in Bewegung gesetzten sphärischen 
überschlagenen Vierecks ähnliche Constructionen für die, 
sph. Ellipse ergeben. — Eine solche Pe wäre folgen- 
dermassen zu definiren. | 


1) Steiner, Systematische Entwickelungen pg. 220. 
2) Reuleaux, Theor. Kinematik pg. 323. 
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Auf einer Kugel vom Radius 1 seien zwei 
kleine Kreise mit dem sphärischen Radins 2d um 
die Punkte F und Fi beschrieben. Ein dem Bo- 
sen FFı gleicher Bogen eines grössten Kreises: 
ffi bewegt sieh mit seinen Endpunkten auf den- 
selben. 


FF, sei gleich 20; d > ec. 


Der Schnittpunkt ® von Zfı und Fiıf ist der momentane 
Pol. Nun sind in den sphärischen Dreiecken fi Fı und 
FFıfı alle Seiten einander gleich, folglich auch die Win- 
kel. Die beiden sphärischen Dreiecke /Pfı und FPBFi sind 


also symmetrisch und es ist mithin: 


F® — Bf und FB = Bf, 
also auch 
fB+Ph = FRHPA, = 24h. 

Polbahn und Polkurve sind zwei congruente 
sphärische Ellipsen. 

Da f und A; fı und Fzugehörige Krümmungsmittelpunkte 
sind, ist ©, der Schnittpunkt von fı und F Fi, das Collinea- 
tionscentrum, OB Collineationsachse. Sie bildet mit beiden 
Centralen fFı; Ffı denselben Winkel, fällt also mit der Pol- 
tangente zusammen und wir erhalten den bekannten Satz: 

Der Tangentialkreis der sphärischen Ellipse 
halbirt den Aussenwinkel der nach dem Berüh- 
rungspunkte gehenden Radienvectoren. 


Wendekreis, 
(Aronhold ,„ Grundzüge etc. $ 8.) 


Wir projieiren jetzt sämmtliche Punkte der Kugel von 
O (dem Centrum) aus auf ihre Tangentialebene in ®; tragen 
dann auf der Geraden fPFı® fP®B nach der andern Seite von 
f? ab und suchen zu dem so erhaltenen Punkte ® und den 
Punkten 71° und ® den vierten harmonischen W; Der- 
selbe ist alsdann ein Punkt des Wendekreises. Bezeichnen 
wir noch die Bögen FB mit r; FB mit rı, den Winkel 
zwischen Tangente und Radiusvector mit «, so ist: 


2 


18 
fe W(tgr + igr,) = W?r also 


tg Me tg Yı 
top [IWW = 2 2 eo 
Ar ee! igr +igr, 
mithin der Durchmesser des Wendekreises 
. igr .igr, 
(gr + igr,). sin 


Krümmungsradius. 


Da beide Ellipsen congruent sind und symmetrisch zu 
einander liegen, sind in jedem Augenblicke die Krüm- 
mungsradien von Pol-Bahn und Kurve einander gleich. Es 
ist daher, wenn man dieselben mit o bezeichnet. 


SR gi d.h. 
9 0 
a IL 
IN eg 


Analog einer bekannten Construction des Krümmungs- 
mittelpunktes der ebenen Ellipse lässt sich auch der Krümnınngs- 
mittelpunkt einer sph. Ellipse auf folgende Art finden: 

Trifft die sph. Normale die Achse der sph. El- 
lipse in N, der in N zuihr senkrechte Hauptkreis 
den sph. Radiusvector in Ni, so trifft der in Nı 
zum sph. Radiusvector normale Hauptkreis die 
sph. Normale im Krümmungsmittelpunkte. 

Da nemlich 


PN® BEL 

Top = Ar» ist, ist 
2.tgr.igr 

02 BR AS 
Re -igr +tgr, 


WEN , 2.gr..tgr, 
Br siny  sinulgr +igr, 


. sin u, also 


dB BM = po: 
Der Formel für igo können wir noch eine bessere 
Gestalt geben. 
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Wir sehen zunächst, dass 


igr.igor, __ sSinr.siny, ist 

iyr-£igr,;, sind 

Ferner ist das Product aus den sin. der Bögen, welche 

von den Brennpunkten einer sph. Ellipse auf einen Tangen- 
tial-Kreis gefällt werden, konstant und zwar, weil 


1.) cosr .cosrı — sinr .sinrı.cos2u — cos 2c und 


2.) cosr .cosyı — sinr.sinsiı = 008 2d, 


also 
i NN, cos 2c— cos 2d 
sin» .sinu.sinr‘. sinu! = ———.  — 
ist, 
gleich sin (d—c).sin(d-+ c). 
Mithin ist 
2.sin(d—c).sin(d-+ ec) 
Ehırr sin 2d 


Ist jetzt % der Fusspunkt eines von N auf rı gefällten 
Lothes, so ist 
PER 
sin“ 


also 
2.sin (d— c).sin(d-+ ec) 
sin 2d 
Aus diesem Ausdrucke wird nun, sobald man einmal 
die kleine Achse der Ellipse als Normale betrachtet, 


ph = 


—— d. h. 


Die Projection der Normale auf den Radius- 
vector der sphärischen Ellipse ist constant. 
Mit Hilfe dieses Satzes wird 


Wir kehren jetzt zur Hauptaufgabe zurück. 
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Polkurve. 


Die Umkehrung von Fassung III des Specialfalles lautet: 

Der Bogen AA’ grössten Kreises bewegt sich 
mit seinen Endpunkten auf denSchenkeln kund 
k‘ eines sphärischen rechten Winkels. 

Bezeichnen wir mit & und a‘ die Bögen ®A und w4’, 
so sind ige und ige‘ die rechtwinkligen Coordinaten des 
Schnittes der Tangentialebene in @ mit dem beweglichen Pol- 
kegel. Die Gleichung desselben erhalten wir, wenn wir in 
der leicht ersichtlichen Relation 


cos @.cosa" — cosd2d 


die linke Seite durch Zg«@ und ige‘ ausdrücken, sie ist 


1 — cos? 24(1 4 1g?a) (1 + 1g?ar). 


Diesen Schnitt werden wir diskutiren. 


Construction. 
Der kleinste Werth, welchen 1+1g9?°« annehmen kann 

1 ° 2/1 Mer 
ist 1; 1-4 i9?o’ ist dann = PRRcEFE 


einer Geraden die Strecke BC = 1 ab und nach der andern 


Tragen wir also auf 


Seite OD = schlagen über BD als Durchmesser einen 
cos 2d 


Kreis, so können die Segmente B,C und OD’ irgend einer 
Sehne .B‘D‘ den Grössen | 
Vitae; VIFge 

_ gleichgesetzt werden. 

Die Projection der Kreise k und %‘ auf die Tangential- 
ebene in » sei @& und wz. Auf der negativen Seite dieser 
Achsen trägt man 1 ab und erhält die Punkte &,; 7.- 
Schlägt man dann mit OD‘ von £, aus einen Bogen, welcher 
die 7 Achse in 4A’, trifft, so ist @4‘, = ige‘. Der mit 
B'C von n, aus geschlagene Bogen gibt das zugehörige ige. 
Damit ist P, gefunden. Wir können aber auch mit B’C 
von Z, und mit CD‘ von n, aus Bögen schlagen um einen 
Punkt der Kurve zu finden. Daraus folst: 
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Die Polkurve liegtsymmetrisch zu den Coor- 
dinatenachsen und den Winkelhalbirungslinien 
derselben. 

Eine einfache Rechnung ergibt ferner. 

Die Maximalwerthe der durch ® gehenden Ra- 
dienvectoren liegen auf beiden Achsen und sind 
gleich /y2d; die Minimalwerthe liegen auf den 
Winkelhalbirungslinien des Coordinatensystems 


und sind = Bin 
V cos %d- 
Tangente. 
Da 
BR en 
ist, ist 
dn _ cos’a.de' 
gı—= — 
9” dt  cos2a'.de. 


Aus Gleichung 1. folgt aber 


0 = — sın a.cose’.d«e — sin«’ .cosa..da’ 
also 
da’ sina.cos«’ 
de cos«&.sin «' 
mithin ıst 
sına@.cos«@’ cos?« sin 2«& 
Di a PETE 
cosa@.sin«@’ cos?« sın 2« 


Da & und «’ stets kleiner als 90° sind, ist z stets grösser 
als 90°. 


Construction der Tangente. 


Beschreiben wir um {, und 7, mit dem Radius 1 Kreise, 
verbinden 4A’, mit &,, so ist Winkel A4',&,0 =e', also 
sin2«’ sehr leicht zu construiren, ebenso sin 2«. Erstere 
Strecke trägt man auf der Z, letztere auf der 7 Achse ab. 
Die Gerade, welche ihre Endpunkte verbindet, ist der Tan- 
gente der Kurve in ®° parallel. — Aus dieser Construction 
ergiebt sich: 
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Die Polkurve schneidet die Coordinatenach- 
sen und deren Winkelhalbirungslinien recht- 
winklig. 


Wendepunkte. 
Wir fanden 
EN sin 2«& 
Sen sin 2a‘ 
Daraus ergibt sich 
dt = 2 sin 2a! . cos2a da — 2 sın 2a cos 2a’ . de‘ 
cos? sin? 2 


od sin 2@.cos2«’ cos @’ .sin«@ + sin 2«' cos 2a sina* cos 
= ‚AO. ———— ———— ——n—m— 
sin?2« .cos«.sin«'. 


also 
1 A du. 08-608 a [sin’«.cos2«’ + sin?«'.cos2a] 
r = — : AU. EN ee 
cos @ . sine‘ V sin?2& + sin? 20’ 
Für einen Wendepunkt ist dd = 0. d.h. 


sin?a.cos2« = — c082« .sin?e’; 
oder 
3 (cos? + cos? a) —4.cos?2d —2 = (0; 


es ıst aber 


cos? 4 cos?a' — ET Pr = (2 -Hr?) cos?2d 
wo 

y? = tg?a +19? 
ist. 


Substituirt man den oben gefundenen Werth in die vo- 
rige Gleichung, so erhält man als Länge des nach den Wen- 
depunkten gehenden Radiusvector 


— 920. 2. 


Dieser Ausdruck construirt sich am besten in der Form 


sin 450 
— t9% 
a sın 60° 
Wir fanden früher 
V cos 2d 


Soll also ein Wendepunkt existiren, so muss mindestens 


FELD — V Eiyaa 


V cos 2d 
oder 
4:sin?d=!T di h. d == 30% 
sein. 

Die Kurve hat reelle Wendepunkte nur wenn 
d>30° ist; dieselben liegen dann auf einem um 
o mit 92dV 3 beschriebenen Kreise; je zwei fal- 
len zusammmen in die Endpunkte der kleinsten 
Radienvectoren für d = 30°. 

Um die Aufgabe ‚den Berührungspunkt ®B, einer an die 
Kurve unter bestimmtem Winkel gezogenen Tangente zu 
construiren‘‘, ausführen zu können, construire man sich eine 
Hilfskurve, deren Punkte die Coordinaten { = sin2«; 7 = 
sin 2@‘ haben. Derjenige Radiusvector, welcher mit der 
& Achse den Winkel © — 90° bildet, liefert sin2«’, dadurch 
ige‘ also den gesuchten Berührungspunkt. — Die Hilfs- 
kurve liegt symmetrisch zu den Coordinatenachsen und den 
Winkelhalbirungslinien derselben und schneidet alle diese 
Linien unter rechtem Winkel. Da es in jedem Quadranten, 
sobald d > 30°, zwei Tangenten gibt, welche mit der { Achse 
einen Winkel von 135° bilden, hat sie in diesem Falle vier 
zu den Winkelhalbirungslinien symmetrische Schleifen. 

Ohne Mühe kann man die gewonnenen Resultate auf 
die sphärische Polkurve übertragen und sich so von deren 
Verlauf ein Bild schaffen. 

Eine directe Construction des dieselbe tangirenden 
grössten Kreises ergibt sich daraus, dass Polhahn und Pol- 
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kurve einander berühren. Man bestimmt also auf AA‘ die 
Brennpunkte einer Ellipse, deren grosse Halbachse =d, und 
deren kleine durch die Relation 


igb = sind.V cos 2d 


gegeben ist, und behandelt P als Punkt dieser Kurve. 


Krümmungsradius. 


Da sich der Durchmesser des Wendekreises leicht finder 
lässt, der Krümmungsradius der Polbahn bekannt ist, wäre 
die Herstellung einer Formel für den der Polkurve nur Sache 
der Rechnung; letztere liefert aber einen Ausdruck, welcher 
zu complieirt ist, um discutirbar zu sein; wir beschränken 
uns daher auf die Construction. | | 

Man sucht erst die gemeinschaftliche Poltangente, ent- 
weder nach einer der früheren Methoden, oder da (Aronhold, 
Grundzüge etc. $ 7, Satz IX) A und X, A‘ und K' zuge- 
hörige Krümmungsmittelpunkte sind, also Z, der Schnittpunkt 
der Kreise AA’ und KK das Collineationscentrum bildet, 
indem man durch P® einen grössten Kreis legt, welcher mit 
A‘K* denselben Winkel bildet, wie AK mit LP und umge- 
kehrt. Ist dann M’ der nach Seite 18 construirte Krüm- 
mungsmittelpunkt der sph. Ellipse, so trifft, wenn $ der 
Schnittpunkt von M‘A‘ mit dem zu A’K‘ in ® normalen 
Hauptkreise ist, SX* den Kreis M’B in M, dem sph. Krüm- 
mungsmittelpunkte der Polkurve. 

Werden nämlich A‘K’; M’M als zugehörige Krüm- 
mungsmittelpunkte aufgefasst, so ist, da die Poltangente zur 
Centralen M’B senkreeht steht, auch die Collineationsachse 
PL zur andern Centralen A’K“ normal. Die weitere Con- 
struction folgt sofort aus dem Bobillier’schen Satze. 


Polkurve und Polbahn. 


‚Wenn die Polkurve auf der Polbahn rollt, fallen be- 
stimmte Punkte beider aufeinander; wir geben später (Seite 31) 
die genauen Relationen, mit deren Hilfe sich zu jedem Punkte 
der einen Kurve der zugeordnete der andern ergibt. 
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Zuvörderst genügen die Gleichungen: 


cos@.cos AB —= cos«e’.cos A'P 
und 


cCOSs@.cosa' —= cos?2d 


Nach denselben entsprechen den Endpunkten A und 4’ 
der grossen und D; D‘ der kleinen Achse der sphärischen 
Ellipse die Endpunkte A; 42; 4,; A’ der grössten und 
Dı; Da; DY; D’s der kleinsten Durchmesser der Polkurve. 

Letzteres lehrt auch eine einfache kinematische Betrach- 
tung; die sphärische Ellipse wird nemlich von jeder Hälfte 
der Polkurve einmal umrollt; durch das Rollen der ersten 
Hälfte wird % um 180° aus der Anfangslage, durch das der 
zweiten in die Anfangslage zurückgebracht. Daraus folgt: 

Der Umfang der Polkurve ist doppelt so gross 
als der der Polbahn. 

Während des Rollens umschliesst die Pol- 
kurve die Polbahn, und zwar für jedes beliebige d. 

Man erkennt dies am besten durch Umkehrung der Be- 
wegung. — Es ergibt sich dann sofort, dass AA’ stets in- 
verhalb der Polkurve liegen muss und, da dies die grosse 
Achse der sphärischen Ellipse ist, auch diese selbst. 

Wir bemerken noch, dass, während der „grösste Radius- 
vector‘‘ der Polbahn von 09°—45°, der der Polkurve von 0°—90° 
wächst, der „kleinste Radiusvector beider Kurven für d = 30° 
sein Maximum erreicht. 


Projeetion der Polbahnen. 


Wir können die Projection der Polbahnen auf zwei zu 
einander senkrechte Ebenen nach zweierlei Methoden aus- 
führen. Die eine Art derselben beruht nur auf dem im 
Thema Gegebenen, die andere benützt auch die durch die 
vorangegangene Untersuchung gewonnenen Resultate. 

Methoden der ersten Art gibt es demnach, allein ent- 
sprechend den gegebenen Fassungen, drei. Die letzte der- 
selben ist die einfachste und wir zeigen, wie sich mit ihrer 
Hilfe die Polkurve zeichnen liesse. 
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Statt des Bogens 2d lassen wir die Sehne desselben 20 
auf % und % gleiten, die Ebene des grössten Kreises k’ wäh- 
len wir zur ersten, die von % zur zweiten Projectionsebene. 

Ist alsdann A ein Punkt von k und AA, das von A 
auf die Projectionsachse gefällte Loth, so finden wir den zu 
A zugehörigen Punkt A‘ auf A durch eine sehr einfache 
Construction, weil 


— Vi AA, 
1st. 

AO ist dann die erste Projection des in A zu k normalen 
grössten Kreises; eine durch A/ı und X‘ gehende Ellipse £/, 
die des in A‘ zu k‘ normalen grössten Kreises. Der Schnitt- 
punkt von AO und Ei ist die erste Projection des Poles. 

Genauere Zeichnungen erhält man mit Hilfe folgender 
Methode der zweiten Art; wir erläutern dieselbe wiederum 
an der Polkurve. 

Man construirt nach den Angaben auf Seite 20 den 
Schnitt des Polkegels mit der Tangentialebene der Kugel 
in @.@®0 sei irgend ein Radiusvector desselben; » der Win- 
kel, dessen Tangente = »®P° ist, so gibt sinv = „PB, auf 
wP°" abgetragen die erste Projection von P und die zweite wird 
entweder durch einfaches Herauflothen gefunden oder dadurch, 
dass man auf Oıwı von Oı aus cos» abträgt und durch den so 
gefundenen Punkt L eine Parallele zieht, welche OPı° in Bı 
schneidet. Letzteres Verfahren wird besonders dann nöthig, 
wenn O1Pı® mit Oıwı zusammenfällt oder einen kleinen 
Winkel bildet. 

Da ig 2d von O bis oO wächst, kann die Schnittkurve 
des beweglichen Polkegels mit der 'Tangentialebene leicht zu 
grosse Dimensionen annehmen. Man zeichnet dann dieselbe 
für einen kleineren Radıus, construirt aber sin» und cosv 
für eine beliebige Strecke als Einheit. 
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Rectification der Polbahnen. !) 


Bogenelement einer sphärischen Kurve. 


Seien o und % die sphärischen Polarcoodinaten eines 
Punktes für M als Pol, also ge = r und % diejenigen sei- 
ner Centralprojection aus dem Mittelpunkte der Kugel auf 
die Tangentialebene in M, bedeute endlich ds ein Bogen- 
element auf der Kugel, ds, das entsprechende in der Tan- 
gentialebene, so ist 


° = (sing .dy)’ + de? = Br —, dw? + (daretigr)? 
de 2 r?.dp® + dr? + rtdıy? 
+) +) 


ds + rt dp? 
2 NE 
ds? = kr je 


Diese Formel geht für rechtwinklige Coordinaten & und ß, 


weıl 
r2.dv = r?.cos’y.digy_ — a2.de = (a.dß — Bde) ist, 
über in 
TREE da? do? + dp? - dß? -+- H (a.dß, dB — PB. — B.de)? 
Te RE 
Polbahn. 


Die Centralprojection derselben ist eine Ellipse; die Bo- 
genlänge ds, einer solchen drückt sich durch die Substitutionen 


1) Obzwar bereits Hesse in seiner Analytischen Geometrie 
des Raumes (pag. 317) die Bogenlänge der sphärischen Ellipse durch 
elliptische Kugelcoordinaten mit gewohnter Eleganz dargestellt hat, sei 
es mir doch gestattet, im Folgenden die Brauchbarkeit einer Substitution 
nachzuweisen, welche sowohl direkt den zu Grunde liegenden Modul 
als auch mit Leichtigkeit die Beziehung zwischen entsprechenden Punk- 
ten von Pol-Bahn und Kurve ergiebt. 


> Er re ne Ve zent 
ee 
Kr: . 
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zz = a.sinpg; ß —= b.cosp 
sehr einfach aus und wir prüfen daher die Brauchbarkeit 
dieser Formeln für die sphärische Ellipse. Es ist | 

de = a.0089.dp; $dae —= a.b.cos’p.dp 
dd = —b.singp.dg; ae.d$ = — a.b.sin’p.dp 
folglich 
PER a?cos?p + b?sin?p—- a?b? 
> "(14 a®sin?p + b?.cos?p)? 


a?® — b? 
IL — 
wo n jedenfalls positiv ist. 
Dann ist 
Vırb: 15 ES en k? „sin? 4- dg 
(1+n.sin® er (1+n.sin?g) Ip 


sın?g.dp 
— — k Beer La - 
ENZIE nf. + n.sin?g)4Ip 
Das letzte Integral ist ein elliptisches Integral der drit- 
ten Gattung, also », weil positiv, gleich — k?.sin’amia‘ zu 
nehmen; dadurch erhalten wir 


viır®%,. [as pe 2 f 2 ‚sin?amia’ .sintamu.du 
a 733 f\ — k?.sinamia'.sin?amu 
n-%? igamia’ n 
=u-+ Er = —— + Il (u, ta‘) 
n damıa 


Nun ist aber, weil 


sın am‘ —= 
k 
i.Vn Pnrarer 
ig amia! — Vas Iamia' = i.ViI+n 


ist, 


VIr®% _Vn+R 
@ = /® N ran, ua) 


Vira@ 


== MM =, 
a.V 1-+a?R2 


ı IT (u, ia‘) 


mithin wegen der Relation 


yes —- VITRr=- Vita 


fa — VIER Mi. TEuah). 


Wenden wir diese Formel auf unsere Ellipse an, bei 
welcher , 


a=tyd; b = sind.V cos2d 


ist, so wird 


En igd n 
iR VIFsin’deos2d' 


während 


1 + 2.cos?d 1 1—2sin?d 
2 RE re 
m sn + 2:sin?d’ : cos®d 1-+2.sin?d 
2 
n = tg’d mail am (a',k‘) = d ist, 


"1-+2.sin?d’ 
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letzteres weil 


1-+2cos?d 1+ 2cos?d . 
—— 4 = ./ 2d. I. 2 d 
og wen, 0 
also 
ig?d = — sin’am(ia‘) = — (itg am (a’, k')? — tg? am (a’, k*) 
ist. 
Polkurve. 


Wir suchen nunmehr die Relationen auf, welche zwischen 
entsprechenden Punkten der Polbahn und Polkurve existiren. 
Sei ® der momentane Pol, M der Mittelpunkt der sph. El- 
lipse, € Pol des Kreises AA’, P derjenige des Kreises MC; 
OB treffe AA‘ in D, PB MC in Dı, dann sind 


arccMD =ie,; ana 4 - 


arcUMD, —P.,; arc.oA, — B, 


die rechtw. sphärischen Coordinaten eines Punktes ® der 
Polbahn, respective der Polkurve und 


you yA=A 
up, = B; BB, = B 


diejenigen der Punkte ®, in den Schnittkurven der Polkegel 
mit den Tangentialebenen in M, resp. w. 

Benennen wir noch Winkel DAB mit r, so ergibt die 
Betrachtung der Dreiecke PD®B und ADB 


ig DB = sin G + &0).t9ß, — sin(d + «,)igv 
_ 008@4-19Bo 


" sin(d-+e,) 
und Dreieck A’Ao lehrt, dass 


also 


192d.sinv = ig Ad,; Sin2d.cosv = sinB, 
ist; folglich wird 
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iy2d.cosa,.tyPß, 


Ze 1A, — 
x  Vm (d+ 0,)’+ cos?a,tg’ß, 
Ban, sin2d.sin(d-+ «@,) 


" Va (d-+ &,). c0os?2d + cos? a, tg? tg®ß, 
Führen wir endlich auch hier die Substitutionen 
iga, = igd.siny; tyß, = sind.V cos2d.cos y 

ein, so erhalten wir nach einigen leichten Umformungen 


_  sin2d cos p 
V ceos24 V (1+ sin p)?cos2d + cos?Y 


BEHBIN AN, 1-+singp 


— Veos2d VÄä + sin p)” cos2d + cos? 


und es folgt aus Satz]I der Einleitung. 
Mit Hilfe obiger Substitutionen muss sich 
für die Bogenlänge der Polkurve Sten Grades 


die Formel 
tgd 
[as = VARESRERETEN ‚u + 3. II (wia‘) 


Seite 5—9. 
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